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Ãëàâà 1

Ñòðóêòóðû äàííûõ

1.1 Ïðîñòåéøèå ñòðóêòóðû

1.1.1 Ìàññèâ

Ìàññèâ � ýòî íåñêîëüêî ïåðåìåííûõ, îáúåäèí¼ííûõ ïîä îäíèì èìåíåì è ðàñïîëîæåí-
íûõ ïîäðÿä â ïàìÿòè. Îáðàùåíèå ê ýëåìåíòàì ìàññèâà ïðîèñõîäèò ÷åðåç èíäåêñ �
ïîðÿäêîâûé íîìåð ýëåìåíòà â ìàññèâå, åñëè ñ÷èòàòü ñ íóëÿ.
Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìàññèâà: äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n ÷èñåë âûâåñòè ïîïàðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ.

1 int n, a[]
2 read n
3 for(i : 1 .. n)
4 read a[i]
5 for(j : 1 .. i−1)
6 print a[i]*a[j]

Áëàãîäàðÿ óäîáñòâó àäðåñàöèè ìàññèâ ñòàë îñíîâîé ìíîãèõ ñòðóêòóð äàííûõ è ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷.

1.1.2 Ìàññèâ ïîäñ÷¼òà

Â ñàìîì áàçîâîì ñëó÷àå ìàññèâ ïîäñ÷¼òà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a äëÿ êàæäîãî ñâîå-
ãî èíäåêñà i õðàíèò êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé ÷èñëà i â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýòè
çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ ïðîõîäîì ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè a[j] óâåëè÷åíèåì ýëåìåíòà p[a[j]] íà 1 (äî ïðîõîäà â p äîëæíû áûòü
íóëè).
Ïîëó÷åííûé ìàññèâ ïîäñ÷¼òà ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè ôàêòà íàëè÷èÿ òîãî
èëè èíîãî çíà÷åíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à òàêæå äëÿ âûâîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â
îòñîðòèðîâàííîì âèäå. Ïîñëåäíåå èìååò ñìûñë, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèííàÿ, à
ðàçíèöà ìåæäó ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì ìàëåíüêàÿ, ò.å. ìàëî ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ; òàêàÿ ñîðòèðîâêà íàçûâàåòñÿ ñîðòèðîâêîé ïîäñ÷¼òîì.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ìàññèâ ïîäñ÷¼òà òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â çàäà÷àõ, ãäå âàæíî ïîä-
äåðæèâàòü èíôîìàöèþ î êîëè÷åñòâå òåõ èëè èíûõ çíà÷åíèé.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ñòðîêè s èç ìàëåíüêèõ ëàòèíñêèõ áóêâ òðåáóåòñÿ ñêàçàòü, ìîæíî
ëè ïåðåñòàâèòü â íåé áóêâû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ïàëèíäðîì (ñëîâî, êîòîðîå
÷èòàåòñÿ îäèíàêîâî ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî).
Ðàññóæäåíèÿ äîëæíû áûòü òàêèìè: â ïàëèíäðîìå åñòü ëåâàÿ è ïðàâàÿ ïîëîâèíû, êî-
òîðûå ïî ñóòè ïîâòîðÿþò äðóã äðóãà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè èç íàáîðà ñèìâîëîâ ìîæíî
ñîñòàâèòü ïàëèíäðîì, êîëè÷åñòâî êàæäîãî èç ñèìâîëîâ â í¼ì äîëæíî áûòü ÷¼òíî. Åñëè
ìû ðàññìàòðèâàåì ïàëèíäðîì íå÷¼òíîé äëèíû, ïîìèìî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ó íåãî
åñòü åù¼ îäèí öåíòðàëüíûé ýëåìåíò, ó êîòîðîãî íåò ïàðû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëèíà
èñõîäíîé ñòðîêè ÷¼òíàÿ, äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïàëèíäðîìà êàæäûé ñèìâîë äîëæåí âñòðå-
÷àòüñÿ â íåé ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ðàç, à åñëè äëèíà íå÷¼òíàÿ, òî äîëæåí áûòü ðîâíî îäèí
ñèìâîë, êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ðàç.
Áëàãîäàðÿ îñîáåííîñòÿì êîäèðîâàíèÿ ñèìâîëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èõ ÷èñëîâûå çíà-
÷åíèÿ â êà÷åñòâå èíäåêñîâ ìàññèâà ïîäñ÷¼òà. Ìîæíî ñäåëàòü èñïîëüçîâàíèå ìàññèâà
ïîäñ÷¼òà áîëåå óäîáíûì, îñîáåííî äëÿ ðàáîòû ñ îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè, åñëè äëÿ
ýëåìåíòà a[i] êîëè÷åñòâî åãî âõîæäåíèé áóäåò õðàíèòüñÿ íå â p[a[i]], à â p[a[i] − α],
ãäå α � ýòî íåêîòîðûé öåëî÷èñëåííûé ñäâèã, â èäåàëå ðàâíûé ìèíèìàëüíîìó ýëåìåíòó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òîáû åãî èíäåêñ â ìàññèâå ïîäñ÷¼òà áûë ðàâíûì íóëþ.
Ïðèìåð:

a = b e b a e a e , p = 2 2 0 0 3

Âñå, êðîìå îäíîãî ýëåìåíòà, âñòðå÷àþòñÿ ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ðàç � ïàëèíäðîì ñîñòàâèòü
ìîæíî (íàïðèìåð, abeeeba).

a = b e a a e a e , p = 3 1 0 0 3

Áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà âñòðå÷àþòñÿ íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ðàç � ïàëèíäðîì ñîñòàâèòü
íåëüçÿ.

1.1.3 Ïðåôèêñíûå ñóììû

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ áûñòðî ñ÷èòàòü íà îòðåçêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóììó. Êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ íå ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî çàïðîñà ïðîáåãàòüñÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê
êàê ýòî çàéì¼ò ñëèøêîì ìíîãî âðåìåíè: O(q × n), ãäå q � êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ, à n �
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîäñ÷¼ò � ïðåäâàðèòåëüíûé ïîäñ÷¼ò çíà÷åíèé,
êîòîðûé çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèò âðåìÿ âû÷èñëåíèé îñíîâíîãî áëîêà ïðîãðàììû.
Â äàííîé çàäà÷å ïîòðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìàññèâ ïðåôèêñíîé ñóììû. Ñóòü ìàññèâà áóäåò
çàêëþ÷àòüñÿ â ñëåäóþùåì: êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà áóäåò õðàíèòü ñóììó âñåõ ÷èñåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ èíäåêñàìè îò ïåðâîãî äî òåêóùåãî.
Ïóñòü èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õðàíèòñÿ â ìàññèâå a, è íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ íà-
÷èíàåòñÿ ñ 0. Òîãäà ïðåôèêñíàÿ ñóììà p ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

p[i] =

{
a[i], i = 0;

p[i− 1] + a[i], i > 0.
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Òåïåðü ìû ìîæåì çà âðåìÿ O(1) ñ÷èòàòü ñóììó íà îòðåçêå [0, r], ãäå r � çàäàííàÿ ïðàâàÿ
ãðàíèöà îòðåçêà. Òàêîé îòðåçîê íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñîì äëèíû r.
×òî æå äåëàòü, êîãäà íàäî ïîñ÷èòàòü ñóììó íà îòðåçêå [l, r] ñ çàäàííîé ãðàíèöåé l?
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü a = {3, 4, 2, 5, 1}. Òîãäà p = {3, 7, 9, 14, 15}. Ïóñòü òðåáóåòñÿ
ïîñ÷èòàòü ñóììó íà îòðåçêå [2, 4].
Íàì èçâåñòíà ñóììà p[4] = 15 = 3 + 4 + 2 + 5 + 1, íî äëÿ îòâåòà îíà ñîäåðæèò â ñåáå
ëèøíèå ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ 3 + 4. Íî âåäü ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ � ýòî p[1]!
Ïîëó÷àåòñÿ, ñóììà íà îòðåçêå [2, 4] = p[4]− p[1]. Â îáùåì ñëó÷àå:∑

[l,r]

a = p[r]− p[l − 1]

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû ïîäñ÷¼ò ñóììû íà îòðåçêå âûïîëíÿåòñÿ çà îäíó îïåðàöèþ.
Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì òåïåðü èñïîëüçóåò O(n + q) âðåìåíè: O(n) íà ïðåäïîäñ÷¼ò
n ïðåôèêñíûõ ñóìì è O(q) íà âûïîëíåíèå q çàïðîñîâ. Îò �êâàäðàòà� ìû ïåðåøëè ê
�ëèíèè�.
Îáðàòèòå âíèìàíèå: â ñëó÷àå, åñëè ïðèä¼òñÿ âñ¼ æå ïîñ÷èòàòü ñóììó íà îòðåçêå [0, r],
óêàçàííàÿ âûøå ôîðìóëà íå ñðàáîòàåò, ïîòîìó ÷òî ìû ïîïûòàåìñÿ îáðàòèòüñÿ ê ýëå-
ìåíòó p[0 − 1] = p[−1]. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü ìîæíî ëèáî äîáàâèòü ïðîâåðêó íà ýòîò
ñëó÷àé:

∑
[l,r]

a =

{
p[r], l = 0;

p[r]− p[l − 1], l > 0

Ëèáî íóìåðîâàòü ìàññèâû ñ åäèíèöû, è â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèñâîèòü ýëåìåíòó
p[0] çíà÷åíèå 0.

1.1.4 Äåëüòà-êîäèðîâàíèå

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ áûñòðî ïðèáàâëÿòü çíà÷åíèå íà îòðåçêàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è
çàòåì âûâåñòè ðåçóëüòàò. Òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ íå
ïîçâîëÿåò ïðîáåãàòüñÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðèáàâëÿòü çíà÷åíèÿ ê ýëåìåíòàì äëÿ
êàæäîãî çàïðîñà (àñèìïòîòèêà O(q×n), ãäå q � êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ, à n � êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Äëÿ íà÷àëà óïðîñòèì óñëîâèå çàäà÷è: ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðèáàâëÿòü çíà÷åíèå íà îòðåç-
êå îò äàííîé ëåâîé ãðàíèöû l äî êîíöà ïîëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêîé îòðåçîê íàçûâàþò
ñóôôèêñîì.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì íå ïðèáàâëÿòü çíà÷åíèå ê êàæäîìó ÷èñëó ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, à çàïîìíèòü, ÷òî çíà÷åíèå äîëæíî áûòü ïðèáàâëåíî ïîñëå îïðåäåë¼ííîé

ïîçèöèè.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð: ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = 2 4 5 1 3 , è åñòü çàïðîñ íà
ïðèáàâëåíèå ÷èñëà 10 íà ñóôôèêñå, íà÷èíàþùåìñÿ â ïîçèöèè 2 (èíäåêñàöèÿ ñ íó-
ëÿ). Â ðåçóëüòàòå ïðèáàâëåíèÿ èòîãîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
2 + 0 4 + 0 5 + 10 1 + 10 3 + 10 , êàê áóäòî èçíà÷àëüíî, èäÿ ïî ìàññèâó ñëåâà íà-
ïðàâî, ìû ïðèáàâëÿëè ê åãî ýëåìåíòàì ãèïîòåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ∆ = 0, íî íà ïîçèöèè 2
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îíî óâåëè÷èëîñü íà 10. Åñëè ìû òàêæå õîòèì ïðèáàâèòü çíà÷åíèå 3 íà ñóôôèêñå îò ïî-
çèöèè 1, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåò âèä 2 + 0 4 + 3 5 + 10 + 3 1 + 10 + 3 3 + 10 + 3 ,
òî åñòü ê ∆ ñíà÷àëà ïðèáàâëÿåòñÿ 3 íà ïîçèöèè 1, à çàòåì åù¼ 10 íà ïîçèöèè 2.
Òàê êàê ïðè âûâîäå ìàññèâà äåéñòâèòåëüíî ïðèõîäèòñÿ îáõîäèòü åãî �ñëåâà íàïðàâî�,
ìîæíî ñäåëàòü ýòî ãèïîòåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðåàëüíûì.
Ñîçäàäèì åù¼ îäèí ìàññèâ d, èçíà÷àëüíî õðàíÿùèé íóëè. Ýòîò ìàññèâ áóäåò õðàíèòü
çíà÷åíèå, êîòîðîå íóæíî áóäåò ïðèáàâèòü ê ∆ íà òåêóùåé ïîçèöèè â ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè. Çíà÷åíèå ∆ � ýòî ðàçíèöà ìåæäó èñõîäíûìè çíà÷åíèÿìè ìàññèâà è
òåìè, êîòîðûå äîëæíû ïîëó÷àòüñÿ â ðåçóëüòàòå.
Åñëè òðåáóåòñÿ ïðèáàâèòü çíà÷åíèå x íà ñóôôèêñå îò èíäåêñà l, íóæíî ïðîñòî ïðèáà-
âèòü ýòî çíà÷åíèå ê ýëåìåíòó ìàññèâà d íà ïîçèöèè l: d[l] = d[l] +x. Ïðè èçìåíåíèè
ìàññèâà d íåîáõîäèìî íå ïðèñâàèâàòü ýëåìåíòó íîâîå çíà÷åíèå, à èìåííî ïðèáàâëÿòü
åãî ê óæå èìåþùåìóñÿ çíà÷åíèþ, òàê êàê ïðè ïðèñâàèâàíèè ñîòð¼òñÿ èíôîðìàöèÿ î
ïðåäûäóùåì ïðèáàâëåíèè íà ýòîì ñóôôèêñå.
Â ñëó÷àå ïðèìåðà, ïðèâåä¼ííîãî âûøå:

a = 2 4 5 1 3

d = 0 3 10 0 0
∆ = 0 3 13 13 13

a[i] + ∆ 2 7 18 14 16

Âî âðåìÿ âûâîäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè å¼ èòîãîâûå çíà÷åíèÿ âûñ÷èòûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1 delta = 0
2 for(i : 0 .. n−1)
3 delta = delta + d[i]
4 print a[i] + delta

Íî ÷òî æå äåëàòü ñ èçíà÷àëüíûì óñëîâèåì çàäà÷è, êîãäà òðåáóåòñÿ ïðèáàâëÿòü íà îò-
ðåçêå, à íå íà ñóôôèêñå? Âñ¼ î÷åíü ïðîñòî: ÷òîáû ïðèáàâèòü çíà÷åíèå x íà îòðåçêå
[l, r], íóæíî ïðèáàâèòü ÷èñëî x íà ñóôôèêñå îò l è ïðèáàâèòü ÷èñëî −x íà ñóôôèêñå
îò r + 1, òåì ñàìûì êîìïåíñèðóÿ ïðåäûäóùåå ïðèáàâëåíèå:

d = 0 10 0 0 −10
∆ = 0 10 10 10 0

1.1.5 Ñòåê

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ âûïîëíÿòü çàïðîñû òð¼õ òèïîâ:

1. Äîáàâèòü ýëåìåíò â ìíîæåñòâî;

2. Óäàëèòü ïîñëåäíèé äîáàâëåííûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà;

3. Ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà íàéòè è âûâåñòè ìèíèìàëüíûé.
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Ðåàëèçàöèÿ íà ìàññèâå

Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà íà ïåðâûõ äâóõ çàïðîñàõ. Ìíîæåñòâî, â êîòîðîå ìîæíî äîáàâ-
ëÿòü ýëåìåíòû, à èçâëåêàòü ìîæíî òîëüêî ñàìûå ïîçäíèå èç äîáàâëåííûõ, íàçûâàåòñÿ
ñòåêîì. Ïðèìåð ñòåêà â ðåàëüíîé æèçíè � ñòîïêà: ìîæíî ñêëàäûâàòü êíèãè â ñòîïêó,
à ñíÿòü êíèãó èç ñòîïêè áåç ðèñêîâ îáâàëà ìîæíî, òîëüêî åñëè îíà ëëåèò ñâåðõó. Òà-
êàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ íàçûâàåòñÿ åù¼ LIFO (Last In, First Out) � ïîñëåäíèì çàø¼ë,
ïåðâûì âûøåë.
Ñòåê ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà ìàññèâå, ïîääåðæèâàÿ äëèíó ñòåêà n. Åñëè n = 0, ñòåê ïóñò.
Ïðè äîáàâëåíèè ýëåìåíòà â ñòåê çíà÷åíèå çàïèñûâàåòñÿ â ìàññèâ ïî èíäåêñó n, à çàòåì
çíà÷åíèå n óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòà èç ñòåêà n ïðîñòî óìåíüøàåòñÿ
íà 1. ×òîáû ïîëó÷èòü ïîñëåäíèé äîáàâëåííûé ýëåìåíò, íàäî îáðàòèòüñÿ ê ìàññèâó ïî
èíäåêñó n− 1.

Ìèíèìóì íà ñòåêå

Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å.
Èäåÿ ðåøåíèÿ ñîñòîèò â ïîääåðæàíèè ìèíèìóìà íà ñòåêå: âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïî çàïðîñó
èñêàòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò çà ëèíåéíîå âðåìÿ, ìèíèìóìû ñ÷èòàþòñÿ íà õîäó ïðè
äîáàâëåíèè íîâûõ ýëåìåíòîâ.
Çàâåä¼ì äâà ñòåêà: st áóäåò õðàíèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, à min � ìèíèìóìû íà ìíî-
æåñòâå ïîñëå äîáàâëåíèÿ î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà. Èçíà÷àëüíî ñòåêè ïóñòû. Ïóñòü ïåðâûå
íåñêîëüêî çàïðîñîâ áóäóò íà äîáàâëåíèå â ìíîæåñòâî ÷èñåë 4, 2, 5 è 1.
Ïðè äîáàâëåíèè ýëåìåíòà â ïóñòîå ìíîæåñòâî ýëåìåíò ïðîñòî äîáàâëÿåòñÿ â îáà ñòåêà:
ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå èç îäíîãî ÷èñëà ðàâíî ýòîìó ñàìîìó ÷èñëó.

st = 4
min = 4

Äàëåå â ìíîæåñòâî st äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ýëåìåíò 2, è òðåáóåòñÿ ïåðåñ÷èòàòü ìèíèìóì.
Åñëè êðàéíèé ýëåìåíò ñòåêà ìèíèìóìîâ min.top() ≤ st.top(), â ñòåê min äîáàâëÿåòñÿ
çíà÷åíèå min.top(), òàê êàê ìèíèìóì íå èçìåíèëñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â min äîáàâ-
ëÿåòñÿ st.top().
Òàê êàê ñòàðûé ìèíèìóì 4 áîëüøå íîâîãî ýëåìåíòà 2, íîâûé ìèíèìóì ñòàíîâèòñÿ ðàâåí
2.

st = 4 2
min = 4 2

Ïðè äîáàâëåíèè 5 ìèíèìóì íå îáíîâëÿåòñÿ, òàê êàê 2 ≤ 5:

st = 4 2 5
min = 4 2 2

Íî 2 > 1:

st = 4 2 5 1
min = 4 2 2 1
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Òåïåðü, ÷òîáû îòâåòèòü çà çàïðîñ î âçÿòèè ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå, ìû ìîæåò îòâåòèòü
êðàéíèì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà ìèíèìóìîâ min.top().
Ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà ìû òàêæå óäàëèì ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìóì èç
ñòåêà ìèíèìóìîâ:

st = 4 2 5 �A1
min = 4 2 2 �A1

Íà ñàìîì äåëå, õðàíèòü ñàìè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà â ñòåêå st äëÿ äàííîé çàäà÷è íåîáÿ-
çàòåëüíî, òàê êàê òðåáóåòñÿ çíàòü òîëüêî ìèíèìóìû, à íîâûé ýëåìåíò ìîæíî õðàíèòü
â îäíîé ïåðåìåííîé.

1.1.6 Î÷åðåäü

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ âûïîëíÿòü çàïðîñû òð¼õ òèïîâ:

1. Äîáàâèòü ýëåìåíò â ìíîæåñòâî;

2. Óäàëèòü ñàìûé ïåðâûé äîáàâëåííûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà;

3. Ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà íàéòè è âûâåñòè ìèíèìàëüíûé.

Ðåàëèçàöèÿ íà ìàññèâå

Îñòàíîâèìñÿ ñíà÷àëà íà ïåðâûõ äâóõ çàïðîñàõ. Ìíîæåñòâî, â êîòîðîå ìîæíî äîáàâëÿòü
ýëåìåíòû, à èçâëåêàòü ìîæíî òîëüêî ñàìûå ïåðâûå èç äîáàâëåííûõ, íàçûâàåòñÿ î÷å-
ðåäüþ. Ïðèìåð î÷åðåäè â ðåàëüíîé æèçíè � ñîáñòâåííî, î÷åðåäü: òû âñòà¼øü â êîíåö
(õâîñò) î÷åðåäè, à ïîêèíóòü å¼ òû ìîæåøü, òîëüêî äîéäÿ äî å¼ íà÷àëà (ãîëîâû). Òàêàÿ
ñòðóêòóðà äàííûõ íàçûâàåòñÿ åù¼ FIFO (First In, First Out) � ïåðâûì çàø¼ë, ïåðâûì
âûøåë.
Î÷åðåäü ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà ìàññèâå, õðàíÿ äîïîëíèòåëüíî äâà çíà÷åíèÿ: èíäåêñ
íà÷àëà î÷åðåäè head è èíäåêñ ýëåìåíòà ïîñëå ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà î÷åðåäè tail. Åñëè
head = tail, î÷åðåäü ïóñòà. Ïðè äîáàâëåíèè ýëåìåíòà â î÷åðåäü, êàê â ñòåêå, çíà÷å-
íèå çàïèñûâàåòñÿ â ìàññèâ ïî èíäåêñó tail, à çàòåì çíà÷åíèå tail óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.
Ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòà èç î÷åðåäè çíà÷åíèå head óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. ×òîáû ïîëó÷èòü
ïåðâûé äîáàâëåííûé ýëåìåíò, íóæíî îáðàòèòüñÿ ê ìàññèâó ïî èíäåêñó head.
×òîáû íå ïðîèñõîäèëî ïåðåïîëíåíèÿ ìàññèâà, î÷åðåäü ìîæíî çàêîëüöåâàòü íà í¼ì: åñëè
çíà÷åíèå tail ïðåâûøàåò äîïóñòèìóþ ãðàíèöó, åãî ìåíÿþò íà 0. Ïîêà õâîñò î÷åðåäè íå
äîðàñò¼ò äî ãîëîâû, â òàêóþ î÷åðåäò ìîæíî äîáàâëÿòü íîâûå ýëåìåíòû. Ñ çíà÷åíèåì
head ìîæíî äåëàòü òî æå ñàìîå.
Òàêæå î÷åðåäü ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà äâóõ ñòåêàõ! Ðàññìîòðèì ýòó ðåàëèçàöèþ íà ïðè-
ìåðå ðåøåíèÿ äàííîé âûøå çàäà÷è.

Ìèíèìóì íà î÷åðåäè. Ðåàëèçàöèÿ íà ñòåêàõ

Èäåÿ ðåøåíèÿ òàê æå ñîñòîèò â ïîääåðæàíèè ìèíèìóìà íà ñòåêå, êàê â ïóíêòå âûøå.
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Çàâåä¼ì òðè ñòåêà: st áóäåò õðàíèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà,minIn èminOut� ìèíèìóìû
íà ìíîæåñòâå ïîñëå äîáàâëåíèÿ î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà. Èçíà÷àëüíî ñòåêè ïóñòû. Ïóñòü
ïåðâûå íåñêîëüêî çàïðîñîâ áóäóò íà äîáàâëåíèå â ìíîæåñòâî ÷èñåë 3, 1, 4 è 5.
Äî òåõ ïîð, ïîêà òðåáóåòñÿ òîëüêî äîáàâëÿòü ýëåìåíòû, ìû äîáàâëÿåì èõ â ñòåê st è
minIn, êàê áóäòî ìû èùåì ìèíèìóì íà ñòåêå:

st = 3 1 4 5
minIn = 3 1 1 1
minOut =

Êîãäà òðåáóåòñÿ óäàëèòü ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà èëè âçÿòü ìèíèìóì, ìû áóäåò ïðîèçâî-
äèòü ýòè îïåðàöèè ñî ñòåêîì ìèíèìóìîâ minOut. Åñëè ñòåê ïóñò, êàê ñåé÷àñ â ïðèìåðå,
åãî òðåáóåòñÿ ñôîðìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíòû èç ñòåêà st ïî îäíîìó äî-
áàâëÿþòñÿ â ìíîæåñòâî, îïÿòü æå, êàê åñëè áû ýòî áûëî ðåøåíèå çàäà÷è î ìèíèìóìå
íà ñòåêå. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå: ýëåìåíòû èäóò â îáðàòíîì ïîðÿäêå.
Îäíîâðåìåííî ñ òåì, êàê ýëåìåíòû óäàëÿþòñÿ èç st, ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìóìû óäà-
ëÿþòñÿ èç minIn.
Ïðè äîáàâëåíèè ïåðâîãî ýëåìåíòà â minOut îí çàïèñûâàåòñÿ â íåãî áåç èçìåíåíèé,
ïîòîìó ÷òî ìèíèìóì èç îäíîãî ÷èñëà � ýòî ñàìî ÷èñëî.

st = 3 1 4 �A5
minIn = 3 1 1 �A1
minOut = 5

Ïðè äîáàâëåíèè 4 è 1 ìèíèìóì îáíîâëÿåòñÿ, òàê êàê 5 > 4, à 4 > 1:

st = 3 �A1 �A4
minIn = 3 �A1 �A1
minOut = 5 4 1

Íî 1 ≤ 3:

st = �A3
minIn = �A3
minOut = 5 4 1 1

Òåïåðü, ÷òîáû îòâåòèòü çà çàïðîñ î âçÿòèè ìèíèìóìà íà ìíîæåñòâå, ìû ìîæåì îòâåòèòü
êðàéíèì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà ìèíèìóìîâ minOut.top(). Äåéñòâèòåëüíî, ìèíèìóì èç
ìíîæåñòâà {5, 4, 1, 3} = 1. Íî ýòî âåðíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ñòåêè st è minIn
ïóñòû!

Ïðè óäàëåíèè ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà ìû óäàëèì ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìóì èç ñòåêà
ìèíèìóìîâ minOut:

st =
minIn =
minOut = 5 4 1 �A1

Åñëè òðåáóåòñÿ âçÿòü ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå, êîãäà ñòåêè minOut è minIn íåïóñòû
îäíîâðåìåííî, îòâåòîì ñòàíåò ìèíèìóì èç êðàéíèõ ýëåìåíòîâ ñòåêîâ minIn.top() è
minOut.top().
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1.1.7 Äåê

Ñòðóêòóðà äàííûõ deque (Double-Ended QUEue - î÷åðåäü î äóõ êîíöàõ) âûïîëíÿåò òå
æå ôóíêöèè, ÷òî è îáû÷íàÿ î÷åðåäü, íî ñèììåòðè÷íî ñ äâóõ ñòîðîí, åñëè ïðîâåñòè
àíàëîãèþ � ýòî î÷åðåäü, êîòîðàÿ ìîæåò ìåíÿòü íàïðàâëåíèå íà îáðàòíîå.

Ðåàëèçàöèÿ íà ìàññèâàõ

Ðåàëèçàöèÿ îñíîâàíà íà î÷åðåäè ñ äîáàâëåííûìè ìåòîäàìè, ïîçâîëÿþùèìè äîáàâèòü
ýëåìåíò â íà÷àëî î÷åðåäè è óäàëèòü ýëåìåíò èç êîíöà.

Ìèíèìóì íà äåêå

Çàäà÷ó ïðî ìèíèìóì íà î÷åðåäè ìîæíî òàêæå ðåøàòü, èñïîëüçóÿ äåê. Ýòîò ñïîñîá
ìåíåå çàòðàòåí ïî ïàìÿòè.
Çàâåä¼ì äåê deq è î÷åðåäü q, êîòîðàÿ áóäåò èìåòü òàêîé æå ôóíêöèîíàë, êàê ñòåê st â
çàäà÷å î ìèíèìóìå íà ñòåêå: íàãëÿäíîñòü è áîëüøå íè÷åãî.
Äåê èçíà÷àëüíî ïóñò. Äåê áóäåò èãðàòü ðîëü î÷åðåäè ñ äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèåé óäà-
ëåíèÿ ñ êîíöà. Äîáàâëÿòü ýëåìåíòû áóäåì ñ �ïðàâîé� ñòîðîíû äåêà, à ïîëó÷àòü ìèíèìóì
ñ �ëåâîé�.
Êîãäà òðåáóåòñÿ äîáàâèòü ýëåìåíò â ìíîæåñòâî, íàäî ñíà÷àëà ïðîâåðèòü óæå èìåþùè-
åñÿ â í¼ì ýëåìåíòû. Åñëè êðàéíèé ñïðàâà ýëåìåíò ìåíüøå òîãî, ÷òî òðåáóåòñÿ äîáàâèòü
� îí äîáàâëÿåòñÿ â äåê. ×òî ïðîèñõîäèò èíà÷å, îïèñàíî íèæå.
Ïóñòü ïåðâûå íåñêîëüêî çàïðîñîâ áóäóò íà äîáàâëåíèå â ìíîæåñòâî ÷èñåë 1, 2, 4 è 5.

q = 1 2 4 5
deq = 1 2 4 5

Êîãäà òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå, îòâåò õðàíèòñÿ ñëåâà. Äåéñòâèòåëü-
íî, ìèíèìóì èç ìíîæåñòâà 1, 2, 4, 5 = 1. Ïðè óäàëåíèè êðàéíåãî ýëåìåíòà èç î÷åðåäè
ìèíèìóì ïðîäîëæàåò ïîääåðæèâàòüñÿ: ìèíèìóì èç 2, 4, 5 = 2

q = �A1 2 4 5
deq = �A1 2 4 5

q = 2 4 5
deq = 2 4 5

Òàêèì îáðàçîì, â äåêå âñåãäà ïîääåðæèâàåòñÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷èñåë.
Åñëè ïðè äîáàâëåíèè ýëåìåíòà âî ìíîæåñòâî êðàéíèé ýëåìåíò îêàçûâàåòñÿ áîëüøå íåãî,
ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ: äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ â äåêå, êîòîðûå áîëüøå äîáàâ-
ëÿåìîãî çíà÷åíèÿ, èõ çíà÷åíèå çàìåíÿåòñÿ íà äîáàâëÿåìîå. Ýòî äåëàåòñÿ ïîòîìó, ÷òî
÷èñëà ñ õóäøèì îòâåòîì íà òåêóùåì ìíîæåñòâå áîëüøå íå íóæíû.
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Íàïðèìåð, â äåê äîáàâëÿþò ýëåìåíò 3:

q = 2 4 5 3
deq = 2 4O 5O 3

Îáâåä¼ííûå ÷èñëà èìåþò çíà÷åíèå áîëüøåå, ÷åì äîáàâëåííîå.

q = 2 4 5 3
deq = 2 3 3 3

Ïðè óäàëåíèè ÷èñåë èç ìíîæåñòâà ìèíèìóì íà äåêå ïðîäîëæàåò ïîääåðæèâàòüñÿ: ìè-
íèìóì èç 5, 3 = 3.

q = �A2 �A4 5 3
deq = �A2 �A3 3 3

Äëÿ áîëüøåé îïòèìèçàöèè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà è èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè â äåêå
ìîæíî õðàíèòü íå ïðîñòî çíà÷åíèÿ, à ïàðû çíà÷åíèå - êîëè÷åñòâî, êîòîðûå îçíà÷àþò.
÷òî â î÷åðåäè íà ñàìîì äåëå èäóò ïîäðÿä êîëè÷åñòâî îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé. Âìåñòî
çàìåíû çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ìîæíî óäàëÿòü êðàéíèå, à èõ êîëè÷åñòâà ïðèáàâëÿòü ê
áóäóùåìó êîëè÷åñòâó ïàðû ñ äîáàâëåííûì çíà÷åíèåì. Êîãäà òðåáóåòñÿ óäàëèòü ýëå-
ìåíò èç òàêîãî ìíîæåñòâà, ó êðàéíåé ëåâîé ïàðû â äåêå êîëè÷åñòâî óìåíüøàåòñÿ íà 1.
Ýëåìåíò ñïðàâà óäàëÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êîëè÷åñòâî ñòàëî ðàâíî íóëþ.
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